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6 Glossar

Mehrwertige Logiken
Glossar

Hier werden einige Begriffe und Zeichen erlautert, die im Text auftreten. Das Zeichen
1 vor einem Term weist darauf hin, dass der Term ebenfalls im Glossar erlautert
wird. Das Zeichen = verweist auf eine Stelle im Text, wo der Glossarterm (erstmalig
oder hauptsachlich) vorkommt. Beispiel: ,=2.3.2 / (2.3.1)" — dabei ist 2.3.2 die Anga-
be des Kapitels oder Unterkapitels, (2.3.1) die Nummer einer Definition oder eines

Satzes.

Term / Zeichen

Erlauterung / Definition

O + Junktor fur ,...und ...“ — auch ,Konjunktion" genannt

0 t Junktor fur (nicht ausschlieBendes) ,....oder..." — auch ,Disjunktion* genannt

= t Junktor fur ,wenn ... dann...* — auch ,Implikation* genannt

- t Junktor fir ,nicht...“ — auch ,Negation“ genannt

0 t Quantorzeichen fur ,es gibt ...“ — auch ,Partikulator* genannt

0 t Quantorzeichen fur fur alle ..." — auch ,Generalisator genannt

N 1 Quantorzeichen fir ,Infimum von ...*

V 1 Quantorzeichen far ,Supremum von ...

(P B y) Bezeichnung fir eine wertebasierte Logik, wobei P die Menge der 1 Aussagesymbole

T bzw. der 1+ pradikatenlogischen Aussagesymbole und B der 1 Bewertungsbereich ist

(B ist eine (endliche) Algebra, deren Verknupfungen den 1 Junktoren auf P vermittels
der 1 Junktorenabbildung y entsprechen) = 2.3/(2.3.1)
Bezeichnung fur die ,Dialogische Aussagenlogik®, 1+ Dialogik, mit der unsymmetrischen

(P,D) 2

! sog. “konstruktiven* (od. ,effektiven) Rahmenregel RR-2 inklusive Ubernahmeprinzip
RR-4 =2 4.23
i a Notation fiir ein 1 Anwendungssystem im Semantik-Schema der 1 Pradikatenlogik 1.
Uni, B, Pra
T Stufe 2 3.2/ (3.2.1)f
+ o Die zwei Zeichen werden hier fast immer in der Bedeutung der beiden zueinander

dualen Hauptverkniipfungen eines + Verbandes B benutzt. Ist der Verband B der 1
Bewertungsbereich einer Logik 1 (P,B,y), so entspricht + in B dem Junktor [ (,oder") in
der Sprache P, sowie « in B dem 1t Junktor O (,und“) in der Sprache P. Mit der 1 Junk-
torenabbildung y geschrieben: yi1=+, yil=». =22.2.2/(2.1.1), ©2.5.3/(2.5.4)

|_

(metalogisches) Zeichen fur die syntaktische t Herleite-Beziehung = 2.4.4/ (2.4.13)

E

(metalogisches) Zeichen fiir die semantische t Folge-Beziehung = 2.4.12/(2.4.12)

1-stellige Verknipfung

t Verknupfung

1-stelliger Junktor

t Junktor

2-stellige Verknipfung

t Verknupfung

2-stelliger Junktor

t Junktor

Abbildung

Eine Abbildung f: A- B zwischen zwei Mengen A, B ordnet jedem Element x0A genau
ein Element yOB zu, d.h. aus x=x folgt f(x)=f(x") fur alle x,x'0A. A heil3t der Defini-
tionsbereich von f. Eine Abbildung kann speziell 1 injektiv, 1 bijektiv, oder 1 surjektiv
sein.
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Abklrzu ng Ist ein 1t Junktor f aus anderen Junktoren einer Junktorenbasis abgeleitet, so nennt
man f eine ,Abkiirzung“. Beispiel: In der klassischen Logik kann ,XOY* als Abkirzung
fur ,- (= XERY)" bzw. ,X=Y* fiir Abkirzung fir ,—~ XOY*“genommen werden.

ableitbar t Herleite-Beziehung = 2.4.12/(2.4.12)

Absorption + Verband — zwei Verkniipfungen +, « : BXxB - B erfillen das Gesetz der Absorption,
wenn x+(xey)=x und x= (x+y)=x gilt fur alle x,y0B =2.5.3/(2.5.4)

abzahlbar Eine Menge M heil3t abzahlbar, wenn es eine 1 bijektive 1 Abbildung f: M- N von M

auf die Menge N={1, 2, 3, ...} der natiirlichen Zahlen gibt. Synonym: ,abzahlbar-un-
endlich”.

algebraische Funktion

Ist (B,V1,V2) eine t algebraische Struktur und ist {:B" - B eine n-stellige t Abbildung
(n =1,2,3,...), so heiRe Y ,algebraisch* wenn y eine endliche Komposition aus t Basis-
verkniipfungen (also aus Verkniipfungen von V1[0V2) ist.

Genauer definieren wir eine algebraische Funktion Uber (B,V1,V2) induktiv so:

(1) Jedes vOV1 und jedes $OV2 ist eine algebraische Funktion.

(2) Sind :v, v’'OV1 und ¢, $’0V2, so sind auch die durch (v-v’)(x):=v(V'(X)), (v-d)(X,y):=
V(O(x,Y)), (9-v)(X,¥):= O(V(X), V(¥)), (92V)(X.Y):= ¢ (X, V(). (9=2V)(X.y):= d(V(X).y),
(00X y,uv):=0(d'(X,y),$'(U,V)), (G2d)(X,UV):=0(x,$'(U,V)), ($=2)(U,V,y):=0($"(u,v).y)
definierten Abbildungen algebraische Funktionen.

(3) Sei S(f):={1,..,n} die Stellenmenge der n-stelligen algebraische Funktion f(xs,..,Xn):
B™->B und g(yi,..ym):B™ - B eine m-stellige algebraische Funktion. Wir schreiben
abkirzend x:= (X1,..,Xn), ¥:= (Y1,..Ym). ZU jeder Teilmenge TOS(f) definieren wir eine
Komposition f(x) = g(y):B™™™ _ B, die daraus entsteht, dass man an jeder Stelle kOT
von f statt x« das g(y) einsetzt. wogegen an den Stellen iO0S(f)-T die urspringlichen
Argumente x; erhalten bleiben. (Bei festem n-stelligen f sind das |Pot S(f)|= 2"
Méoglichkeiten). Sind f(x), g(y) algebraische Funktionen, so auch f(x)  g(y).

algebraische Struktur

Eine Menge B zusammen mit einer endlichen Menge V1 von 1-stelligen Verknip-
fungen :B - B und einer endlichen Menge V2 von 2-stelligen Verknupfungen :BxB - B
heilRe ,algebraische Struktur* und wird mit (B, V1,V2) notiert. & 2.3.1

Alphabet

Menge der 1 Grundzeichen der formalen Sprache einer 1 Aussagenlogik oder einer 1
Préadikatenlogik.

(1) In einer Aussagenlogik: die Zeichenmenge Z := EOJ10J20{(, )}, bestehend aus
folgenden Sorten: 1 EA-Zeichen (Menge E), 1-stelligen t Junktoren (Menge J1), 2-
stelligen Junktoren (Menge J2) und dem Klammerpaar. = 2.2.2/(2.1.1)

(2) In der hier untersuchten, vereinfachten Pradikatenlogik 1. Stufe: die Zeichenmenge
Z:=0z0OPz0J10J20QuO{ (), : } , bestehend aus folgenden Sorten: 1 Objektzeichen
(»variablen“; Menge Oz), 1 Pradikatzeichen (Menge Pz), 1-stelligen t Junktoren
(Menge J1), 2-steligen Junktoren (Menge J2), 1+ Quantorzeichen (Menge Qu), sowie
dem Klammerpaar und dem Doppelpunkt. 23.1/(3.1.1)

Antisymmetrie

t Halbordnung

Anwendung

Im Semantik-Schema der hier betrachteten vereinfachten 1 Pradikatenlogikl. Stufe:
das Abbildungspaar (m, y) einer ausgewahlten Menge M von P-Symbolen ein + An-
wendungssystem zuordnet, wobei , Ttden Prédikatzeichen Préadikate zuordnet und y
die 1 Junktorenabbildung ist. 23.2/(3.2.2)

Anwendungssystem

Im Semantik-Schema der hier betrachteten vereinfachten 1 Pradikatenlogik 1. Stufe:
ein Tripel (Uni, B, Pra) =3.2/(3.2.1)

Aquivalenzklasse

siehe 1 Aquivalenzrelation

Aquivalenzrelation

Sei M eine Menge. Eine Relation ~ (aufgefasst als eine gewisse Teilmenge von MxM)
heilRt Aquivalenzrelation auf M, wenn sie fiir alle x,y,z00M folgende Eigenschaften hat:

Reflexivitat: es gilt x~x fur alle xaOM
Symmetrie: aus x~y folgt y~x
Transitivitat: aus x~y und y~z folgt x~z

Die Teilmengen [x]:={yOM | y~x} heiRen Aquivalenzklassen von ~ . Je zwei Aquiva-
lenzklassen [a], [b] sind entweder fremd ([a]n[b]=0) oder identisch ([a]=[b]). Die
Menge M/~ :={[x] | xOM} heif3t der Quotient von M nach der Aquivalenzrelation ~.
Ist zum Beispiel a:A - B eine Abbildung, und definiert man ~ auf A durch

x~y :gdw. a(x)=a(y) (fur alle x,ydA),

so ist ~ eine ,durch a induzierte* Aquivalenzrelation auf A.
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Assoziativitat

t Verband — (allgemein heil3t eine Verknlpfung #:BxB - B assoziativ, wenn x#(y#z)=
(x#y)#z gilt fur alle x,y,z0OB)

Atom Synonym fiir + EA-Zeichen in der Aussagenlogik, bzw. fiir 1 EP-Symbol in der
Pradikatenlogik =2.2.2/(2.1.1) , =23.1

Aussage Satz / sprachlicher Ausdruck in einer Theorie / einem Fachgebiet, der 1 Modell ist zum
t Aussagesymbol einer t Aussagenlogik oder 1 Pradikatenlogik

Aussageform Eine Abbildung o:E" P der Menge der n-Tupel, E", von 1 EA-Zeichen in die Menge P
der 1 Aussagesymbole heil3t n-stellige Aussageform (oder n-stellige Aussagefunktion).

Aussagefunktion Synonym fur + Aussageform

Aussagenlogik

Ein Tripel (P, B, y), wo P=[E,J1,J2] eine mit 1 ,Elementaraussagezeichen*, sowie 1-
und 2.stelligen 1t Junktoren erzeugte formale Sprache, (B,V1, V1) eine endliche alge-

(mehrwertlge) braische Struktur mit 1- und 2-stelligen t Verknipfungen und y: J10J2 - V10OV2 eine
1 bijektive Abbildung ist, die jedem 1-stelligen Junktor eine 1-stellige Verknipfung und
jeden 2-stelligen Junktor eine 2-stellige Verkniipfung zuordnet. = 2.3.1

Aussagesymbol Element der formalen ,Sprache* P=[E,J1,J2] einer 1 Aussagenlogik, die aus einer

Menge E von t ,EA-Zeichen* (Atomen) mit Hilfe von t Junktoren aus J10J2 1t
induktiv erzeugt wird.

Aussagevariable

Synonym fiir + EA-Zeichen. Das Wort 1 ,Variable* vermeiden wir, wenn wir EA-
Zeichen meinen, weil wir es fir metasprachliche Zwecke benutzen wollen.

B

Zeichen fur den 1 Bewertungsbereich einer 1 Aussagen- oder 1 Pradikatenlogik
22.3.1

Basisverknipfung

Ist (B,V1,V2) eine 1 algebraische Struktur, so heif3en die 1-stelligen Verkniipfungen v
0OV1 und die 2-stelligen Verknlpfungen ¢ OV2 auch die Basisverkniipfungen der
Struktur, um sie von daraus gebildeten weiteren n-stelligen Verknipfungen (n=1,2,3,..)
zu unterscheiden.

Belegung

(1) In der Aussagenlogik: Abbildung :P - B, die aus einer 1 Elementarbelegung
% E - B induktiv abgeleitet ist. =2.3.2/(2.3.1)

(2) In einer Pradikatenlogik: Abbildung B:P - B, die aus einer t Elementarbelegung
% Oz - B induktiv abgeleitet ist. =3.2/(3.2.5)

(P ist die formale aussagen- bzw. pradikatenlogische Sprache, Oz die Menge der 1t
Objektzeichen, B ist der 1 Bewertungsbereich).

Beweis

t Herleite-Beziehung

beweisbar

t Herleite-Beziehung

Bewertungsbereich

Menge B der logischen Werte einer wertebasierten Logik =2.3.1; = 3.2 (Anfang)

bijektiv

Eine 1 Abbildung f: A - B heil3t bijektiv, wenn sie :1 injektiv und t surjektiv ist

boolescher Verband

Ein Verband (B,<, +, ¢) heil3t boolescher Verband, wenn B distributiv und komplemen-
tér ist (Die Komplementbildung * ist eine Involution auf B, fur welche die De-Morgan-
schen Regeln (x+y)*=x*ey*, (xey)*=x*+y* gelten.) Ein endlicher Boole-Verband hat 2"
Elemente (nON). Der aus 2 Elementen bestehende Boole-Verband B,={0,1} ist der
einfachste Verband mit mehr als 1 Elemet. Das n-fache Produkt B," (nON) ergibt einen
endlichen Boole-Verband mit 2" Elementen, wenn man auf B," die Halbordnung < und
die Verknupfungen ,vektoriell* definiert, d.h. (X1,..,Xn)S(Y1,..,Yn) :9AW. X1< Y1,..,Xn<Yn);
(X1, Xn)* 1= (X, X*0), (Xapee s Xn)F (Y1, Yn):= (Xa+Y1,- XntYn)s (X1, %0)® (Y1s--,Yn):=

(X1*Y1,., %*Yn)  22.5.3/(2.5.4)

Catuskaoti

sanskrit: Vierkant / Viereck; + Tetralemma =22.6.3.1

De Morgan Regeln

Ist (B,<,+,¢) ein (endlicher) Verband und * :B - B ein Verneinungsoperator, so nennt
man ,(x+y)* = x*s y* “, sowie ,(xey)* = x*+y* “ die Regeln von De-Morgan. Ob sie fiir
beliebige x,yOB gelten, hangt von der Wahl von * ab!

Designationsbereich

t designierter Wert

designierter Wert

Ist 1 (P,B,y) eine mehrwertige Logik, d.h. besteht der 1+ Bewertungsbereich B aus mehr
als zwei Werten, so kann man in der Menge B eine Teilmenge W von sog. designier-
ten Werten auszeichnen (Die Werte von W erinnern an solche Werte von B, die man
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als ,wahr“ gegenuber den Ubrigen ansehen will). Damit lassen sich dann einige
Begriffe und Definitionen der klassischen 2-wertigen Logik, wo B={0, 1} und W={1} ist,
auf mehrwertige Logiken lbertragen =22.4.3.1

Deutung

Im Semantik-Schema der hier betrachteten vereinfachten t Pradikatenlogik 1. Stufe:
ein Tripel (15, y, B), wobei (1T, y) eine 1 Anwendung und 3 eine t Belegung ist.
23.2/(3.2.7)

D-Gewinnstrategie

eine Strategie, bei welcher der eine Dialogpartner bei jeder der dem anderen noch
bleibenden Méglichkeiten gewinnt =4.4/(4.4.1)

Dialogik Ein Dialogspiel zwischen zwei Dialogpartnern, zur Herleitung von Aussagesymbolen in
Form von ,Behauptungen, das von Konstruktivisten / Intuitionisten als eine naturli-
chere Alternative zu dem in der klassischen Logik Ublichen syntaktischen Herleitungs-
begriff (Beweisbegriff) angesehen wird 24

Disjunktion Ubliche Bezeichnung fur den ,oder“-Junktor O

Disjunktive Normalform

Sind L; 1 Literale, so heif3t ein 1 Aussagesymbol F in disjunktiver Normalform, wenn gilt:
F= (L1000 ) O(Lpa 0. 0Ly ) O O(Lna 0.0 ) =22.6.1/(2.5.15b)

DNF

1 Disjunktive Normalform

D-Korrespondenz

Zwei 1 Thesen A, B der 1 Dialogik nennen wir ,D-korrespondent®, in Zeichen: A(LB,
genau dann wenn sowohl A=B als auch B=>A eine + D-Tautologie ist.
24.4.2/(4.4.3)

D'Taut()logie Eine 1 These hei3t D-Tautologie wenn sie der Proponent durch eine 1 D-Gewinnstrategie gewinnt,
indem er alle Elementarbehauptungen nicht ,selbst* verteidigt, sondern sie durch Ubernahme einer
Behauptung des Opponenten verteidigt. =24.4.2/(4.4.2)
E Menge der 1 Elementaraussagezeichen (1 EA-Zeichen) im Alphabet der Sprache
einer Aussagenlogik =2.1.1
EA-Zeichen + Elementaraussagezeichnen; eine Grundzeichensorte im Alphabet einer 1 Aussagen-

logik 22.1.1

effektive Rahmenregel

1 konstruktive Dialogregel, 1 Rahmenregeln, 1 Dialogik =4.2.3/RR-2

Elementaraussage-
zeichnen

Eine Grundzeichensorte im 1 Alphabet einer 1+ Aussagenlogik: Zeichen, aus denen,
zusammen mit 1 Junktoren und Klammern t Aussagensymbole zusammengesetzt
werden. Statt ,EA-Zeichen" sagt man auch ,Atom“, was besagen soll, dass ein Atom
selbst nicht als aus anderen Zeichen des 1 Alphabets zusammengesetzt aufzufassen
sei. 22.1.1

Elementarbelegung

(1) In einer Aussagenlogik: Abbildung % E - B der Menge E der + EA-Zeichen in den 1
Bewertungsbereich B =%2.3.2/(2.3.1)

(2) In einer Pradikatenlogik: Abbildung 3% Oz(M) - Uni einer passenden Teilmenge der
Menge Oz der t+ Objektzeichen in eine Menge t Uni von Anwendungsobjekten.
23.2/(3.2.3)

Ep

Menge der 1+ Pradikatensymbole in der Sprache einer Pradikatenlogik =»3.1/(3.1.2)

EP-Symbol

elementares pradikatenlogisches Aussagesymbol; Synonym fiir 1 Pradikatensymbol
23.1/(3.1.2)

Extensionalitatsprinzip

Prinzip, das besagt, dass der logische Wert jeder zusammengesetzten Aussage A sich
allein ergibt aus den logischen Werten der Elementaraussagen (,Atome*), aus denen A
zusammengesetztist 22.3.4

Folgebeziehung

Sei Z eine Menge von Aussagesymbolen und A eine einzelnes Aussagesymbol. Man
definiert:

(semantische) @ LA folgt semantisch aus ¢ in Zeichen: |=A,
wenn jedes 1 Modell fir £ auch Modell fur A ist.
(ii) Ist ¥ = O, so schreibt man statt ,0 EA*auch , FA* S

formale Sprache

Die Menge endlicher 1+ Strings, die aus einem 1 Alphabet (bestehend aus gegf. unter-
schiedlichen Zeichensorten) nach gewissen Regeln t induktiv aufgebaut ist. Beispiel:
P, die formale Sprache der Aussagen- oder der Pradikatenlogik 1.Stufe. 2.1

Formel Synonym fiir + Aussagesymbol (in der Sprache einer Aussagenlogik) oder fur 1 pradi-
katenlogisches Aussagesymbol (in der Sprache einer Prédikatenlogik 1. Stufe) 22.1
frei Ein in einem 1 P-Symbol F vorkommendes 1 Objektzeichen x heildt frei in F, wenn es

durch keinen in F vorkommenden Quantor Qx: t gebunden ist. =3.1.1/(3.1.3),(3.1.4)
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funktionale Vollstandig-
keit (bei endlichen Algebren)

Sei (B,V1,V2) eine endliche algebraische Struktur mit endlich vielen 1-stelligen Ver-
knupfungen B - B (Menge V1) und endlich vielen 2-stelligen Verknlpfungen B2 B
(Menge V2). Die Verkniipfungsmenge V:=V1[V2 heif3t funktional vollstandig wenn alle
n-stelligen Abbildungen f: B":->B (nON, beliebig) in endlich vielen Kompositionsschrit-
ten aus den Verknlpfungen von V abgeleitet werden kénnen. Ein Kompositionsschritt
sieht folgendermalf3en aus:

Sei S(f):={1,..,n} die Stellenmenge der n-stelligen Abbildung f(xy,..,X,): B"-B und
g(y1,..ym):B™ - B eine andere Abbildung. Wir schreiben abkiirzend x:= (xy,..,Xn), Y:=
(Y1...¥m). Zu jeder Teilmenge TOS(f) gibt es eine Komposition f(x)  g(y):B™™™ _. B, die
daraus entsteht, dass man an jeder Stelle kOT von f statt xx das g(y) einsetzt. wogegen
an den Stellen iOS(f)-T die urspriinglichen Argumente x; erhalten bleiben. Bei festem
n-stelligen f sind das |Pot S(f)|= 2" Moglichkeiten.

Zu zwei endlichen Mengen A,B gibt es |B|IAI Abbildungen von A in B. Es gibt also
|B|(B|") n-stellige Abbildungen fOB" - B.

Ist B der Bewertungsbereich einer mehrwertigen Logik , so sagt man statt ,funktional
vollstandig“ auch ,semantisch vollstandig*.

Zum Beispiel ist die algebraische Struktur des Bewertungsbereichs ({0, 1}, *, +) der 2-
wertigen klassischen Logik funktional vollstandig: Es gibt nur 4 1-stellige Abbildun-
gen, und * ist die eine (nicht-konstante und nicht-identische) 1-stellige Abbildung; und
alle 16 2-stelligen Abbildungen {0, 1}x{0, 1}- {0, 1} kdnnen aus dem Verneinungsope-
rator * und aus dem ,oder“-Operator + abgeleitet werden; und damit kénnen alle Abbil-
dungen {0, 1}"- {0, 1} (nON, beliebig) aus der Verkniipfungsbasis *, + abgeleitet wer-
den.

Ist aber |B|=3, so gibt es bereits 3/3' = 27 1-stellige Verkniipfungen B - B und 3732 =
19.683 2-stellige Verknupfungen B2 B.

gebunden

Ist F ein 1 P-Symbol und kommt das Objektzeichen x in F 1 frei vor, so hei3tim
Ausdruck Qx:F das x gebunden, wobei Q ein 1 Quantorzeichen ist. 23.1.1/(3.1.3)

Generalisator

Ubliche Bezeichnung fur den ,fir alle x...“-Quantor [Ix:

geschlossen

Ein + P-Symbol G heif3 geschlossen, wenn alle in G vorkommenden Objektzeichen
durch 1 Quantoren 1 gebunden sind. 3.1.1/(3.1.3)

Gewinnstrategie

t D-Gewinnstrategie

Grundsatz der mehrwer-
tigen Aussagenlogik

Eine (Meta-)Aussage I Uber eine mehrwertige Aussagen- (oder Pradikaten-)Logik
(P,B,y) ist genau dann ein ,logisches Gesetz", wenn yI" eine Eigenschaft der algebrai-
schen Struktur des 1 Bewertungbereichs B ist, wobei y die + Junktorenabbildung ist.
2234

Grundzeichen

Die Elemente eines 1 Alphabets.

Halbordnung

(B,<) heildt Halbordnung, wenn < eine 2-stellige Relation auf der Menge B ist mit den
Eigenschaften fir alle x,y,z0B:

Reflexivitat: XSX

Transitivitat: aus x<y und y<z folgt x<z

Antisymmetrie: aus x<y und y<x folgt x=y

Anmerkung: x,yOB heien unvergleichbar, wenn weder x<y noch y<x gilt.

(B,<) heif3t lineare Ordnung, wenn je zwei x,y(0B
stets vergleichbar sind  =2.5.3
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Herleite-Beziehung
(syntaktische)

Sei Z eine endliche Menge von Aussagesymbolen und A ein einzelnes Aussagesym-
bol. Sei ferner SR eine endliche Menge von Regeln, die angeben, ob und wie man
»von X nach A lUbergehen” darf. Man sagt:
(0] LA st aus X herleitbar (ableitbar / beweisbar)“, in Zeichen:

z |srA,
wenn es eine endliche Folge C4, C,, ..., C,von Aussagesymbolen gibt, an deren Ende
A steht (C,=A), derart dass fur jedes i(){1, ..,n} eine der beiden folgenden Bedingungen

gilt: 1) CiOx bzw.
2) Cientsteht durch Anwendung der Regeln von SR aus einer
Teilmenge von {C;,..,Ci.1}.
(i) Die Folge (C4, Cy, ..., Cp) mit C,=A nennt man auch einen ,Beweis" von A
aus 2. 22.4.4/(2.4.13)

Heyting-Algebra
(endliche; Beispiel)

Ein endlicher t Verband (B,<,+,*) kann zu einer (endlichen) Heyting-Algebra

(B<, +, -, ...") gemacht werden durch die Definition zweier weiterer 1 Verknip-
fungen: a-y b := sup{xOB| asx<b} und a":= a -y O fiir alle a,b0B.

B dient dann als + Bewertungsbereich fiir eine wertebasierte Logik (P,B), wo - dem
,wenn...dann...“-Junktor = in P und ..." der ,Verneinung“ - in P entspricht. In das
Heyting-sche Logikschema passen sowohl die klassische 2-wertige Logik, im Fall
B={0,1}, als auch viele andere Logiken, unter anderem auch solche, welche intuitio-
nistischen Logik-Auffassungen entsprechen. 22.6.2

Idempotenz

1 Verband - (allgemein heif3t eine Verknupfung #: BxB - B idempotent, wenn x#x=x gilt fur alle
x0OB)

identitiv

Synonym fiir 1 antisymmetrisch

Implikation

Ubliche Bezeichnung fir den ,wenn..dann..“-Junktor = oder auch fiir ein Aussagesymbol der Form
,X=Y". Dabei nennt man X die Prémisse, Y die Konklusion

induktiv

Eine Definitions- oder auch Beweismethode heif3t “induktiv* (oder auch ,rekursiv*),
wenn sie folgende Grundeigenschaft der Menge N der natirlichen Zahnen, benutzt:
Sei f(n) eine fir beliebige Nummern n=1, 2, 3, ...0ON formulierbare Regel.
(a) Gilt die Regel fur n=1, also trifft f(1) zu, und
(b) folgt fiir beliebiges kON aus der Annahme, dass f(k) gelte, dass dann
auch f(k+1) gelte,
so folgt aus (a) und (b): Die Regel f(n) gilt fiir alle nON.

Infimum

infX (falls existent) ist die grof3te 1 untere Schranke der Teilmenge XOB in einer t
Halbordnung (B,<); also infX = max US(X) — siehe 1 US(X) =2.5.3

infX

t Infimum einer Menge X =2.5.3

Infix-Schreibweise

eine 2-stellige Verkniipfung ¢:MxM - M notiert man i.d. Regel so: ,z = ¢(x.y)". In der ,Infix-Schreib-
weise" schreibt man statt dessen: ,z = X ¢ y*

injektiv Eine Abbildung f: A - B heilf3t injektiv, wenn aus f(x)=f(y) folgt, dass x=y ist (fur alle
X,yOA)

Involution Eine 1 Abbildung i:M - M heil3t Involution, wenn i 1 bijektiv ist, und wenn i(i(x))=x gilt
fur alle xaOM

Junktor Ein Junktor ist ein Vorschalt- bzw. Verbindungszeichen vor bzw. zwischen t Aussage-

symbolen, so dass neue Aussagesymbole entstehen 22

Junktorenabbildung y

Ist 3:=J1 0J2 die endliche Menge der 1- und 2-stelligen Junktorenzeichen der Sprache
P einer Logik 1 (P,B,y), V:=V10V2 die endliche Menge der 1- und 2-stelligen Verknip-
fungen des 1 Bewertungsbereichs B, so heil3t die 1 bijektive 1 Abbildungy: J -V die
Junktorenabbildung. =2.3.2/(2.3.1)

KN F 1 Konjunktive Normalform

nita 1 Verband - (allgemein heif3t eine Verknupfung # : BxB — B kommutativ, wenn x#y=y#x gilt fur alle
Kommutativitat YO8 32.6/2.5 150)
Konjunktion tibliche Bezeichnung fiir den ,und“-Junktor O

Konjunktive Normalform

Sind Lj 1 Literale, so heif3t ein 1 Aussagesymbol F in konjunktiver Normalform, wenn gilt:
F= (Laa 0.0y k) O(Loa 0. OLg ko) 0.0 (Lpa 0. 0L ) =22.6.1/(2.5.15b)

Konklusion

der Teil Y in einer Aussage der Form X=Y
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Konstruktive Dialogregel

auch ,effektive Rahmenregel* genannt. Regel zum Verlauf eines Dialogs in der 1 Dia-
Igik, bei der 1 Proponent und 1+ Opponent ,unsymmetrisch* behandelt werden
24.2.3/RR-2

lexikographische
Ordnung

Das ist die Art der alphabetischen Anordnung von Wértern in einem Lexikon. Die ma-
thematische Definition geht so: A sei ein endliches Alphabet aus Buchstaben, zum
Beispiel A={g, a, b, c, ..., z}, mit einer festgelegten linearen Ordnung <, zum Beispiel
o<a<bx...<z; o sei das Leerzeichen, das im Sinne von < stets ,kleiner” sei, als alle
anderen Buchstaben von A. Mit A gebildete ,Worter sind endliche Zeichenreihen
(Strings), deren Zeichen Buchstaben aus A sind. A* sei die (unendliche) Menge der
mit A gebildeten (endlichen) Wérter. Auf A* wird die ,lexikographische Ordnung“ <, so
definiert: Sind S:= X1Xz...Xm, T:= Y1Y2...Yn ZWei ,Worter (also Strings) der Lange m bzw.
n, so gleiche man ihre Langen zunachst durch Anfligen von Leerzeichen am kirzeren
Wort an. Ist z.B. m<n, so flige man am kirzeren String S noch m-n Leerzeichen o
hinten an und bezeichne diese mit Xm+1,..., X», SO dass nun beide Worter dieselbe
Lange n bekommen. Die lexikographische Ordnung <, wird nun rekursiv nach fol-
gendem Algorithmus definiert. Seien S:= X;Xz...Xn, T:= Y1Y2...y, Worter der Lénge n:
S< T, wenn

X1<y1 ; sonst, falls x;=y,: wenn
X2<y2 ; sonst, falls x;=y,: wenn ...
. (usw.) ... wenn

Xn<Yn Oder Xn = Y sonst: T<.S
< ist auf der Menge A* eine 1 lineare Ordnung, d.h.: Fiir je zwei Wérter S, TOA* gilt:
S<.T oder T<,S oder S=T. Und: aus S<, T und T< U folgt S U fir alle S, T, U OA*.

lineare Ordnung

Eine 1 Halbordnung (B,<), heif3t lineare (oder auch totale) Ordnung, wenn je zwei
Elemente 1 vergleichbar sind, d.h. wenn gilt: X<y oder y<x fiir alle x,y0B

linearer Verband

Ein t Verband hei3t linear, wenn seine Halbordnung eine 1 lineare Ordnung ist

Literal Ist a ein 1 EA-Zeichen einer 1 Aussagenlogik, in der ein (eindeutiger) Negations-Junktor -
vorhanden ist, so heit sowohl a als auch - a ein Literal. =»2.6.1/(2.5.15a)

max X 1 Maximum einer Menge X[B in einer t Halbordnung (B, <) (sofern das Maximum
existiert) =2.5.3

Maximum Sei (B,<) eine t Halbordnung, XOB und Max(X):={mOX | x<m fir alle xOX}. Wegen der
1 Antisymmetrie der Halbordnung < besteht Max(X) aus héchstens einem Element.
Gibt es in B 1 unvergleichbare Elemente, so kann Max(X) auch leer sein. Das Element
von Max (falls es existiert), bezeichnen wir mit maxX =22.5.3

Metasprache Sprache, in der man t+ Objektsprachen beschreibt / definiert =1.2.2

min X t Minimum einer Menge XOB in einer 1 Halbordnung (B, <) (sofern das Minimum
existiert) =2.5.3

Minimum Sei (B,<) eine t Halbordnung, XOB und Min(X):={m0OX | m<x fur alle xOX}. Wegen der
t Antisymmetrie der Halbordnung < besteht Min(X) aus hochstens einem Element.
Gibt es in B 1 unvergleichbare Elemente, so kann Min(X) auch leer sein. Das Element
von Min (falls es existiert), bezeichnen wir mit minX =2.5.3

Modell Eine 1 Belegung B, die einem 1 Aussagesymbol F einen t designierten Wert zuweist.
22.4.3.2/ (2.4.11)

Morgan t de Morgan Regeln

N Zeichen fur die Menge der natirlichen Zahlen , {1, 2, 3, ...}

Negation Synonym fir Verneinung. Der Negationsjunktor wird meist mit - notiert. Die Bedeu-

tung von = ist aber in mehrwertigen Logiken unterschiedlich!

Normalbedingungen

Eine Ausagenlogik (P,B,y) erfullt die Normalbedingungen, wenn der Bewertungsbe-
reich B die besonderen verschiedenen Elemente 0, 1 enthélt und alle Verknlpfungen
0OV1 bzw. O0V2, beschrankt auf {0,1} nur Werte in {0,1} ergeben. =22.4.3.1/(2.4.7)

obere Schranke

Sei (B,<) eine 1 Halbordnung und x,yOB. Gilt x<y, so heif3t y eine obere Schranke von
X. Ist X eine Teilmenge von B und gilt x<a fiir alle xOX so nennen wir a eine obere
Schranke von X und schreiben dafiir auch X<a =2.5.3

Objektsprache

formale Sprache, die in einer sog. 1 Metasprache definiert wird =1.2.2

Objektzeichen

Element des 1+ Alphabets einer pradikatenlogischen Sprache 1.Stufe =2
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Opponent

derjenige Partner in einem Dialog der 1 Dialogik, welcher die 1 These des t Propo-
nenten angreift. =4.2.3

Ordnungsrelation

t Halbordnung =»2.5.3

OS(X) (B,<) sei eine Halbordnung. OS(X):= {alB | x<a firr alle xOX} ist die Menge der 1
oberen Schranken der Teilmenge XOB. =22.5.3
Oz Menge der + Objektzeichen (,Variablen®) im Alphabet der Sprache einer Pradikaten-
logik = 3.1/(3.1.1)
P Menge der 1 Aussagesymbole (in einer Aussagenlogik) oder der 1+ pradikaten-

logischen Aussagesymbole (in einer Pradikatenlogik) =»2.1.1

partielle Ordnung

Synonym fiir + Halbordnung =»2.5.3

Partikelregeln

in der 1 Dialogik bezeichnet man die Junktoren -, [J, [, = als ,Partikel“. Die Partikel-
regeln besagen, wie die beiden Dialogpartner im Dialog bei zusammengesetzten
Behauptungen mit diesen Partikeln umgehen sollen.  =24.2.2

Partikularisator

Ubliche Bezeichnung fur den ,es gibt x...“- Quantor [k:

Platzhalter Synonym fiir + Variable =2.2.3.3

POt(M) bezeichnet die Potenzmenge {X | X(OM} einer Menge M. Wird mit X° := M-X das Kom-
plement einer Teilmenge XOM bezeichnet, so ist die Struktur (Pot(M), O, ...°, 0, n) ein
t Boolescher Verband, wobei O die Verbandshalbordnung ist, ...°, 0, n den Verbands-
operationen *, [0, [0, und M der Eins 1, O der Null 0 entsprechen.

Pra Menge der Pradikate (Pradikatenformen) in einem t Anwendungssystem
(Uni, B, Pra) der mehrwertigen + Pradikatenlogik 1. Stufe =23.1/(3.1.1)

Pradikat ist die ,Deutung” eines 1 Pradikat(en)symbols =23.2/(3.2.1)

Pradikat(en)symbol

ein String der Form px...X, , wobei p ein n-stelliges 1 Pradikatzeichen und x,..., X, n 1
+ Objektzeichen (,Variablen“) sind. Préadikatensymbole werden auch als elementare
pradikatenlogische Aussagesymbole, kurz ,EP-Symbole* oder auch ,,Atome* bezeich-
net, weil aus ihnen alle anderen pradikatenlogischen Aussagesymbole zusammen-
gesetzt sind. =3.1/(3.1.2)

Pradikatenlogik 1. Stufe

Die hier betrachtete Eine Pradikatenlogik P =[Oz, Pz. J1, J2, Qu] heif3t ,von erster
Stufe”, weil 1 Pradikatzeichen (Menge Pz) und + Quantorzeichen (Menge Qu) nur auf
t Objektzeichen (Menge Oz) angewendet werden. Eine Pradikatenlogik wirde ,von
zweiter Stufe” heil3en, wenn Pradikatzeichen und Quantorzeichen auch auf Pradi-
katzeichen angewendet wiirden. = 3

pradikatenlogisches
Aussagensymbol

ein Element der formalen Sprache P der 1 Pradikatenlogik 1. Stufe =»3.1/(3.1.2)

Pradikatzeichen

Element des 1 Alphabets einer pradikatenlogischen Sprache (1. Stufe) =»3.1/(3.1.1)

Pramisse der Teil X in einer Aussage der Form X=Y

Primzahl eine natlrliche Zahl p >1, die nur durch sich selbst (und durch 1) ohne Rest teilbar ist,
hei3t Primzahl. Die aufsteigende Folge der Primzahlenist 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,
... Die Folge der Primzahlen bricht nicht ab; es gibt unendlich viele Primzahlen.

proponent Derjenige Partner einer 1 Dialogik, welcher den Dialog mit einer t These beginnt.
24.2.3

p_Sym bol + pradikatenlogisches Aussagensymbol

Pz Menge der 1 Pradikatzeichen im Alphabet einer Sprache einer Préadikatenlogik

23.1/(3.1.1)

Qu

Menge der 1 Quantorzeichen im Alphabet der Sprache einer Pradikatenlogik
23.1/(3.1.1)
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Quantorzeichen, Quantor

Ein Quantorzeichen ist ein (von 1-stelligen t Junktoren zu unterscheidendes) Vor-
schaltzeichen vor einem 1 pradikatenlogischen Aussagesymbol. Die gebréuchlichsten
Quantorzeichen sind O (,es gibt...") und O (,fur alle ..."); daneben werden auch die
Zeichen V (,Supremum®) und A (,Infimum®) benutzt. Ein Quantor hat die Form Qx: , ge-
bildet von einen Quantorzeichen Q und einem 1 Objektzeichen x. Ist F ein pradika-
tenlogisches Aussagesymbol, so ist Qx:F wieder ein pradikatenlogisches Aussagesym-
bol. Kommt x im Ausdruck F noch ,frei* vor, so wird x im Ausdruck Qx:F durch den
Quantor Qx: ,gebunden®. In einer Deutung spielen Quantoren eine &hnliche Rolle, wie
z.B. das Summenzeichen Z bei der Addition von (indizierten) Zahlengrof3en oder z.B.
das Vereinigungszeichen U bei Vereinigung von (indizierten) Mengen. 23.1/(3.1.1)

Rahmenregeln

das sind Regeln der 1 Dialogik tiber den Beginn, den Verlauf und das Ende in einem
Dialog zwischen zwei Partnern.  =24.2.3

Reflexivitat t Halbordnung ; + Aquivalenzrelation. Eine 2-stellige Relation ROXxX heiRt reflexiv,
wenn zRz gilt fur alle zOX (,yRz" ist die ,Infix-Schreibweise" fur (y,z)0R)
rekursiv t induktiv

Semantik-Schema

Schema fir die Deutung / Anwendung einer formalen Sprache = 2.3, 3.2

semantische Folgebe-
ziehung

+ Folgebeziehung

semantische Vollstandig-

t funktionale Vollstandigkeit

keit
Sprache 1 formale Sprache
Ste"igkeit Allgemein: Sei a: A" B eine Abbildung des n-fachen kartesischen Produkts

A"=Ax...XA einer Menge A in eine Menge B. Die Abbildung o kann in Variablenform,
auch als a(xy,...xn) geschrieben werden. Die natlrliche Zahl n hei3t dann die Stelligkeit
von a.

In der Sprache einer Pradikatenlogik: Ist p ein 1 Pradikatzeichnen und gestattet p,
dass man n 1 Objektzeichen x; hinter p anfligt, so dass px;...x, ein 1 Pradikatensymbol
wird, so heif3t n die Stelligkeit von p.

Standardbedingungen

Die ,Standardbedingungen* fur eine Logik (P,B,y) entstehen aus den Haupteigenschaf-
ten der Verknupfungen *, +, ¢, > des Booleschen 2-Verbandes der klassischen Logik,
wenn man auf dem Bewertungsbereich B einen Designationsbereich WOB auswahlt
und die Metaaussagen ,x=1" bzw. ,x#1"“ ersetzt durch die Metaaussagen ,xCOW*" bzw.
XOW“ fir beliebige x0OB ~ =» 2.4.3.1/ (2.4.8)

String Ist Z ein gegebenes 1 Alphabet, so nennt man jede (auf dem Schreibpapier oder Da-
tentréger) linear angeordnete aus n Zeichen z0Z bestehende liickenlose Zeichenreihe
Z1 Z, ... Zn €inen String.

Su premum supX (falls existent) ist die kleinste t obere Schranke der Teilmenge X[B einer 1
Halbordnung (B,<); also: supX := min OS(X) —siehe 1 OS(X)

supX t Supremum einer Menge X =2.5.3

surjektiv Eine 1t Abbildung f:A - B hei3t surjektiv, wenn es zu jedem y[OB wenigstens ein XOA

gibt mit y=f(x)

Syntax-Schema

Schema fiir den (rekursiven) Aufbau einer formalen Sprache 22.1; 23.1

Tautologie

Ein + Aussagesymbol (eine logische Formel) G heif3t Tautologie, wenn B(G) bei jeder
t Belegung B einen Wert im 1 Desingnationsbereich W hat =2.4.3.2/(2.4.9)

Teilformel

Sei F ein zusammengesetztes Aussagesymbol; F ist also ein String z,2;...z,, dessen
Zeichenreihenfolge durch die Indexanordnung 1<2<...<n gegeben ist. Ist 1<k<n und
k+r<n, so ist G:= zyZ:1...Zksr €in Teilstring von F. G heiBe Teilformel von F, wenn G ein
Aussagesymbolist. = 2.1/(2.1.3)
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Term

In der Sprache der klassischen Pradikatenlogik 1. Stufe heiRen folgende Symbole
Lrerme” (rekursive Definition):

a) Variablen (d.h. Objektzeichen) sind Terme.

b) Ist f ein n-stelliges Funktionszeichen, und sind xy,..,x, n Variablen, so ist fx;..x, ein
Term.

c) Ist f ein n-stelliges Funktionszeichen, und sind t3,..,t, n Terme, so ist ft;..t, ein Term.

Der Term-Begriff wird in der hier benutzten Sprache P einer vereinfachten Pradikaten-
logik nicht gebraucht, da keine Funktionszeichen im t Alphabet von P eingefihrt
werden.

tertium non datur

lateinisch: ,ein Drittes liegt nicht vor“. In der klassischen Aussagenlogik ist die Formel
X[~ X eine 1 Tautologie, die ,tertium non datur“ genannt wird. Das wird irrtimlich oft
so interpretiert, als besage es, dass die klassische Logik 2-wertig ist (kein dritter
logischer Wert). Die Formel X=X ist aber auch in vielen mehrwertigen Logiken eine
Tautologie!

Eine logische Figur aus vier Positionen, die ihre Anwendung in der sog ,indischen
Tetralemma Logik“ sowie im indischen Rechtswesen und in einigen therapeutischen Methoden hat
22.6.3
These Anfangsbehauptung des 1 Proponenten in einem Dialog der t Dialogik

totale Ordnung

Synonym fiir 1 lineare Ordnung

Transitivitat

1 Halbordnung ; + Aquivalenzrelation

U

Vereinigungszeichen fiir die Vereinigung mehrerer Mengen. Ist | eine Indexmenge, und
ist fur jedes i0l eine Menge M definiert, so ist Uig M; ihre Vereinigung.

Uberabzahlbar

Eine Menge M heil3t Giberabzahlbar, wenn es 1t injektive t Abbildungen N— M der
Menge N der naturlichen Zahlen in M gibt, aber keine dieser Abbildungen t surjektiv
ist.

Ubernahmeprinzip

eine 1+ Rahmenregel der 1 Dialogik, bei welcher der Partner X eine Behauptung nicht
,selbst*, sondern durch Ubernahme der friiher vom Gegner Y ausgesprochenen
Behauptung verteidigt. =24.3.2/RR-4

Uni

LUniversum*“; Bezeichnung fir die Menge der Anwendungsobjekte in einem t Anwen-
dungssystem (Uni, B, Pr&) der 1+ Pradikatenlogik 1. Stufe =»3.1/(3.1.1)

untere Schranke

Sei (B,<) eine t Halbordnung und x,al0B. Gilt a<x, so heil3t a eine untere Schranke von
X. Ist X eine Teilmenge von B und gilt a<x flr alle xOX so nennen wir a eine untere
Schranke von X und schreiben dafir auch asX =22.5.3

US(X)

(B,<) sei eine Halbordnung. US(X):= {aOB | a<x fur alle xOX} ist die Menge der 1
unteren Schranken der Teilmenge X(OB. =»2.5.3

Variable (in einer pradikatenlo-
gischen Sprache)

Synonym fiir + Objektzeichen

Variable
(allgemein)

Z sei eine gegebene Zeichenmenge und s = z; 7, ...z, sei ein endlicher t String aus n
Zeichen von Z. Ersetzt man in s an der i-ten Stelle das Zeichen z; durch ein nicht zu Z
gehdoriges Zeichen x, so heifdt x ein Platzhalter oder eine Variable. Beispiel: Der
arithmetische Ausdruck 2.32+5.3+7 ist ein aus der Zeichenmenge {-, +, 2, 2 3,5, 7,..}
gebildeter String. Der Ausdruck 2:x2+5.x+7 dagegen enthalt statt der 3 an der dritten
und achten Stelle das nicht zur urspringlichen Zeichenmenge gehdérige Zeichen x.
Dieses x fasst man als eine Variable auf, die bei Bedarf wiederum durch (,,zulassige*)
Zeichen der Zeichenmenge Z ersetzt wird, wodurch ein neuer arithmetischer Ausdruck
entsteht.
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Verband

(1) Eine t Halbordnung (B, <), in der fir jedes Paar x.y(B das t Supremum sup{x,y}
und das 1 Infimum inf{x,y} in B existieren, heif3t ein Verband. Fiuhrt man in B die
Verknupfungen +:BxB - B, «:BxB - B durch x+y:=sup{x,y}, x*y:=inf{x,y} ein, so erfillen
diese fiir alle x,y,z0OB die Regeln

(K) X+Y=y+X, Xey=ye X (Kommutativitat)
(As) X+(y+2)=(x+y)+z, x* (y*z)= (X*y)*z (Assoziativitat)
(Ab) X+(Xey)=X, X (X+y)=X (Absorption)
(Id) X+X=X, X® X=X (Idempotenz)

(2) Ist umgekehrt (B,+,¢) eine Algebraische Struktur, in der die Regeln (K), (As), (Ab)

gelten, so ist die durch x<y :gdw. y=x+y definierte Relation eine Halbordnung auf B, fur
die auch noch gilt: xey=x gdw. x<y. Man zeigt fur alle x,y0B, dass bezuglich < x+y das
t Supremum und xey das 1 Infimum der beiden Elemente x,yOB sind. =2.5.3/(2.5.9)

vergleichbar

In einer 1 Halbordnung (B,<) heiRen zwei Elemente x,yOB vergleichbar, wenn gilt: X<y
oderysx =22.5.3

Verknlpfung

Als Verknupfungen werden in dieser Note nur gewisse 1t 1-stellige 1 Abbildungen B - B
und 1 2-stellige Abbildungen BxB - B einer algebraischen Struktur (B, V1, V2)
bezeichnet. Ist ¢ eine 2-stellige Verknlpfung, so benutzen wir statt ¢(x,y) meist die
sog. ,Infix-Schreibweise" x¢y

vollstandiger Verband

Ein + Verband B heif3t vollstandig, wenn t supX und t infX flr jede Teilmenge XOB
existieren. Insbesondere existiert in B das mit 1 bezeichnete gréRte und das mit 0
bezeichnete kleinste Element, und es gilt supB=inf(1=1, infB=sup]=0. Jeder endliche
Verband ist vollstandig. In dieser Abhandlung betrachten wir fast nur endliche Ver-
bénde — mit geeigneten algebraischen Zusatzstrukturen — als 1 Bewertungsbereich B
einer wertebasierten Aussagenlogik. =2.5.3/(2.5.5)

Z

t Alphabet, aus Grundzeichen, aus denen die formale Sprache P der 1 Aussage-
symbole einer Aussagenlogik oder der 1+ Pradikatensymbole einer t Préadikatenlogik
aufgebaut ist

Zeichenreihe

Synonym fiir + String — endliche lineare liickenlose Folge von Zeichen

zusammengesetztes
Aussagesymbol

t Aussagesymbol, das nicht nur aus einem 1 EA-Zeichen besteht
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